专题四  函数图象上的特征点问题

    函数图象上的特征点问题实际上是针对2015年和2016年北京市中考数学试卷中的代数综合题第27题.特征点指的是函数图象本身的特殊点，以及函数图象与坐标轴、与其他函数相交产生的点，或者是函数图象围成的区域内的特征点等.

典例诠释
例1  (2015·北京市中考数学27题)在平面直角坐标系xOy中，过点(0,2)且平行于x轴的直线，与直线y=x－1交于点A，点A关于直线x=1的对称点为B，抛物线:+bx+c经过点A，B.

(1)求点A，B的坐标；

(2)求抛物线的表达式及顶点坐标；

(3)若抛物线:(a≠0)与线段AB恰有一个公共点，结合函数的图象，求a的取值范围.

【解】  (1)直线y=x－1中，当y=2时，则x=3,

∴ A(3,2).A，B关于直线x=1对称,∴ B(－1,2).

(2)把A(3,2)、B(－1,2)代入+bx+c中，得解得

∴ 抛物线的表达式为－2x－1.当x=1时,抛物线有最低点，此时纵坐标为－2，∴ 顶点坐标为(1,－2).

(3)如图2-4-1，当过A点、B点时为临界，
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图2-4-1

将A(3,2)代入，得a=，将B(－1,2)代入,得a=2.∴ ≤a<2

【名师点评】  本题主要考查了对称点、待定系数法求函数表达式，以及特定条件下求函数表达式中待定系数的取值范围.同时还考查了学生动手画示意图的能力，考查了对于数形结合的认识和运用.本题利用数形结合的思想方法解题更加直观、清晰.(1)过点(0,2)且平行于x轴的直线，与直线y=x－1交于点A，由此知道A点的纵坐标是2，将纵坐标2代入表达式y=x－1中，可以求出x的值，从而求出A点坐标为(3,2)；题目中给出B点关于直线x=1与点A对称，因此可以求出B点坐标为(－1,2)(我们可以根据题意画出示意图，找出A点、B点的大致位置，解题更直观，思路更清晰，不易出错).(2)经过点A，B.用待定系数法可以直接求出的表达式，这里有两个待定系数，通过代入A，B两点的坐标，得到一个二元一次方程组，从而使问题得解，解得：－2x－1.

(3)中给出抛物线:(a≠0)与线段AB恰有一个公共点如图2-4-1，我们知道这里的a决定二次函数开口的方向和大小，与线段AB恰有一个公共点，就是告诉我们A、B是临界点，分别代入A、B点坐标，求出a的值，解得当过A点时，a=；当过B点时，a=2.在此我们可以画出函数图象的示意图发现，当a=2时，函数图象与线段AB有两个交点，因此结论是≤a<2.

例2  (2016·海淀一模27题)在平面直角坐标系xOy中，抛物线－2mx+m－4(m≠0)的顶点为A，与x轴交于B，C两点(点B在点C左侧)，与y轴交于点D.

(1)求点A的坐标；

(2)若BC=4，

①求抛物线的解析式；

②将抛物线在C，D之间的部分记为图象G(包含C，D两点).若过点A的直线y=kx+b(k≠0)与图象G有两个交点，结合函数的图象，求k的取值范围.

【解】  －2mx+m－4

－4.

∴ 点A的坐标为(1,－4).

(2)①由(1)得,抛物线的对称轴为直线x=1.

∵ 抛物线与x轴交于B,C两点(点B在点C左侧),BC=4,

∴ 点B的坐标为(－1,0),点C的坐标为(3,0).

∴ m+2m+m－4=0.∴ m=1.

∴ 抛物线的解析式为－2x－3.

②由①可得点D的坐标为(0,－3).

当直线过点A,D时,解得k=－1.

当直线过点A,C时,解得k=2.

结合函数的图象可知，k的取值范围为－1≤k<0或0<k≤2．
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图2-4-2

【名师点评】  本题是代数综合题，是二次函数部分与一次函数的综合，考查学生对数形结合思想的认识和运用.首先要对函数表达式以及图象有清晰的认识，能画出函数图象的示意图.题目中给出的表达式－2mx+m－4是带有待定系数m的，但通过观察我们会发现前面三项如果提出字母m，是一个完全平方式，我们可以把这个表达式写成顶点式的形式.(1)根据顶点式求出顶点A的坐标为A(1,－4)；(2)中①给出BC=4，由(1)我们可以知道抛物线的对称轴是直线x=1，又由已知条件知道抛物线与x轴交于B，C两点(点B在点C左侧)，根据二次函数的对称性可以求出B(－1,0)、C(3,0).将B(－1,0)或者C(3,0)代入－2mx+m－4,即可求出m的值,从而求出抛物线的解析式为－2x－3;②我们首先要画出示意图,找出临界点D，C,并确定临界点D的坐标.知道抛物线的解析式,D是抛物线与y轴的交点，因此可以求出D(0,－3).

过点A的直线y=kx+b(k≠0)与图象G有两个交点,可以画出示意图,当直线过点A,D时,解得k=－1.

当直线过点A,C时,解得k=2.从而求出k的取值范围为－1≤k<0或0<k≤2.

真题演练
1.(2016·北京)在平面直角坐标系xOy中,抛物线－2mx+m－1(m>0)与x轴的交点为A,B.

(1)求抛物线的顶点坐标;

(2)横、纵坐标都是整数的点叫做整点.

①当m=1时，求线段AB上整点的个数；

②若抛物线在点A，B之间的部分与线段AB所围成的区域内(包括边界)恰有6个整点，结合函数的图象，求m的取值范围.

【解】  (1)将抛物线表达式变为顶点式,得－1,则抛物线顶点坐标为(1,－1).

(2)①当m=1时,抛物线表达式为－2x,因此A,B的坐标分别为(0,0)和(2,0),则线段AB上的整点有(0,0),(1,0),(2,0)共3个;

②抛物线顶点坐标为(1,－1),则由线段AB之间的部分及线段AB所围成的区域的整点的纵坐标只能为－1或者0,所以即要求AB线段上(含A，B两点)必须有5个整点.又有抛物线表达式,令－2mx+m－1=0,得到A,B两点的坐标分别为 , ,即5个整点是以(1,0)为中心向两侧分散,进而得到2≤<3,∴ <m≤.

2.(2016·丰台一模)已知抛物线y=+(m－2)x+2m－6的对称轴为直线x=1，与x轴交于A，B两点(点A在点B的左侧)，与y轴交于点C.

(1)求m的值；

(2)求A，B，C三点的坐标；

(3)过点C作直线l∥x轴，将该抛物线在y轴左侧的部分沿直线l翻折，抛物线的其余部分保持不变，得到一个新的图象，记为G.请你结合图象回答：

当直线y=x+b与图象G只有一个公共点时，求b的取值范围.

【解】  (1)∵ 抛物线的对称轴为直线x=1,∴ －m+2=1.∴ m=1.

(2)由(1)知抛物线的解析式为y=－x－4,令y=0,∴ －x－4=0,

解得=－2,=4.∴ A(－2,0),B(4,0).

令x=0，解得y=－4,∴ C(0,－4).

 (3)由图2-4-3可知，

①当直线过C(0,－4)时，b=－4,

∴ 此时直线y=x+b与图象G只有一个公共点,需满足b>－4.
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图2-4-3

②当直线与抛物线只有一个交点时,

∴ －x－4=x+b.

整理得－3x－8－2b=0.

∵ Δ=9+4(8+2b)=0,∴ b=－，

∴ 此时直线y=x+b与图象G只有一个公共点，需满足b<－.

结合函数图象可知,b的取值范围为b>－4或b<－.

3.(2016·延庆一模27题)已知：抛物线+bx+c经过点A(2，－3)和B(4，5).

(1)求抛物线的表达式及顶点坐标；

(2)将抛物线沿x轴翻折，得到图象，求图象的表达式；

(3)设B点关于对称轴的对称点为E，抛物线:y＝(a≠0)与线段EB恰有一个公共点，结合函数图象，求a的取值范围.

【解】  (1)把A(2，－3)和B(4，5)分别代入+bx+c，

得解得∴ 抛物线的表达式为－2x－3.

∵ 4，∴ 顶点坐标为(1，－4).

(2)∵ 将抛物线沿x轴翻折，得到的图象与原抛物线图形关于x轴对称，

∴ 图象的表达式为+2x+3.

(3)∵ B(4，5),对称轴为直线x=1，

∴ B点关于对称轴的对称点E点的坐标为(－2,5).

如图2-4-4，当过E，B点时为临界，将E(－2,5)代入,得a=;
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图2-4-4

将B(4,5)代入,得a=.

由图象可知，抛物线与线段EB恰有一个公共点，a的取值范围应为≤a<.

4.(2016·顺义一模)在平面直角坐标系xOy中，抛物线－2x的对称轴为直线x=   －1.

(1)求a的值及抛物线－2x与x轴的交点坐标；

(2)若抛物线－2x+m与x轴有交点，且交点都在点A(－4，0)，B(1，0)之间，求m的取值范围.

【解】  (1)∵ 抛物线－2x的对称轴为直线x=－1，

∴ －=－1，解得a=－1，∴ －2x.

令y=0，则－2x=0，解得=0,=－2.

∴ 抛物线与x轴的交点为(0，0)，(－2，0).

(2)∵ 抛物线－2x与抛物线－2x+m的二次项系数相同，

∴ 抛物线－2x+m可以由抛物线－2x上下平移得到.

∵ 抛物线－2x的对称轴与x轴的交点为(－1，0)，

抛物线－2x与x轴的交点(0，0)，(－2，0)都在点A，B之间，

且点B(1，0)比点A(－4，0)离对称轴x=－1近，如图2-4-5所示.

∴ 把点B(1，0)代入－2x+m中，得m=3，

把点(－1，0)代入－2x+m中，得m=－1.

∴ －1≤m<3．
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图2-4-5

5.(2016·西城一模)在平面直角坐标系xOy中，抛物线：y＝+bx+c经过点A(2,－3)，且与x轴的一个交点为B(3，0).

(1)求抛物线的表达式；

(2)D是抛物线与x轴的另一个交点，点E的坐标为(m，0)，其中m>0，△ADE的面积为.

①求m的值；

②将抛物线向上平移n个单位长度，得到抛物线，若当0≤x≤m时，抛物线与x轴只有一个公共点，结合函数的图象，求n的取值范围.

【解】  (1)∵ 抛物线:+bx+c经过点A(2,－3),且与x轴的一个交点为B(3,0).

∴ 解得

∴ 抛物线的表达式为－2x－3.

(2)①过点A作AF⊥x轴于点F,如图2-4-6.
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图2-4-6

∵ －4，

∴ 抛物线的对称轴为直线x=1.∴ 点D的坐标为(－1,0).

∵ 点E的坐标为(m,0),且m>0，

∴ =DE·AF＝DE×3=.∴ DE＝.∴ m=OE=DE－OD=.

②设抛物线的表达式为－4+n.

如图2-4-7，当抛物线经过点E时.－4+n=0，解得n=；

当抛物线经过原点O时，－4+n=0，解得n=3.

∵ 当0≤x≤时，抛物线与x轴只有一个公共点，

∴ 结合图象可知，当≤n<3时，符合题意. 
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图2-4-7

