
一、选择题（本题共8小题，每小题4分，满分32分，在每小题给出的四个选项中，只有一项符合题目要求）
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解  【利用数形结合】
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解  【利用导数的定义和极限的保号性】
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（5）二次型
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解  二次型的规范型由它的正负惯性指数确定，

二次型的矩阵
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（7）设随机变量
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解  
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解  
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二、填空题（本题共6小题，每小题4分，满分24分，把答案填在题中横线上）

（9）设
[image: image123.wmf])

(

1

lim

)

(

2

2

1

2

N

n

x

bx

ax

x

x

f

n

n

n

Î

+

+

+

=

-

¥

®

，若
[image: image124.wmf]1

lim()

x

fx

®

 与
[image: image125.wmf]1

lim()

x

fx

®-

都存在，那么
[image: image126.wmf]a

=


[image: image127.wmf]________

， 
[image: image128.wmf]________

b

=

.

解  当
[image: image129.wmf]1

x

<

时，
[image: image130.wmf]212

2

2

()lim

1

n

n

n

xaxbx

fxaxbx

x

-

®¥

++

==+

+

，
当
[image: image131.wmf]1

x

>

时，
[image: image132.wmf]2322

2

1

11

()lim

1

1

nn

n

n

ab

xx

fx

xx

x

--

®¥

++

==

+

，


[image: image133.wmf]1

lim()

x

fx

®

存在
[image: image134.wmf]11

lim()lim()

xx

fxfx

-+

®®

Û=

，即
[image: image135.wmf]1

ab

+=

，


[image: image136.wmf]1

lim()

x

fx

®-

存在
[image: image137.wmf]11

lim()lim()

xx

fxfx

-+

®-®-

Û=

，即
[image: image138.wmf]1

ab

-=-

，

解得
[image: image139.wmf]0,1

ab

==

.
（10）
[image: image140.wmf]2

222

2

2

0

2

1

limcos()

xy

r

xyr

exydxdy

r

p

®

+£

-

òò


[image: image141.wmf]________

=

.

解  由积分中值定理知，存在
[image: image142.wmf](,)

D

xh

Î

：
[image: image143.wmf]222

2

xyr

+£

，使得


[image: image144.wmf]22

222

222

22

00

2

11

limcos()limcos()22

xy

rr

xyr

exydxdyer

rr

xh

xhp

pp

®®

+£

-=×-×=

òò

.
（11）设
[image: image145.wmf](,)

zzxy

=

由方程
[image: image146.wmf]()()

xyxfzygz

=+

确定，且
[image: image147.wmf]()()0

xfzygz

¢¢

+¹

，则


[image: image148.wmf][()][()]________

zz

xgzyfz

xy

¶¶

---=

¶¶

.

解  方程为
[image: image149.wmf](,,)()()0

Fxyzxfzygzxy

=+-=

，


[image: image150.wmf]()

()()

x

z

F

zfzy

xFxfzygz

¶-

=-=-

¢¢

¶+

，
[image: image151.wmf]()

()()

y

z

F

zgzx

yFxfzygz

¶-

=-=-

¢¢

¶+

，


[image: image152.wmf][()][()]

zz

xgzyfz

xy

¶¶

---

¶¶



[image: image153.wmf]()()

[()][()]0

()()()()

yfzxgz

xgzyfz

xfzygzxfzygz

--

=---=

¢¢¢¢

++

.
(12) 设
[image: image154.wmf])

(

)

(

x

f

x

F

是

的一个原函数，且
[image: image155.wmf]1

)

0

(

=

F



 EMBED Equation.3  [image: image156.wmf]x

x

f

x

F

2

cos

)

(

)

(

,

=

，则


[image: image157.wmf]dx

x

f

ò

p

0

|

)

(

|



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image158.wmf]________

=

.

解  
[image: image159.wmf]()()

Fxfx

¢

=

，
[image: image160.wmf]2()()2cos2

Fxfxdxxdx

=

òò

，
[image: image161.wmf]2()()2cos2

Fxfxdxxdx

=

òò

，


[image: image162.wmf]2

()sin2

FxxC

=+

，

又
[image: image163.wmf](0)1

F

=

，故
[image: image164.wmf]1

C

=

，
[image: image165.wmf]2

()sin21

Fxx

=+

，
[image: image166.wmf]()sin21sincos

Fxxxx

=+=+

，


[image: image167.wmf]22

|cos2||cossin|

|()|cossin

|()||cossin|

xxx

fxxx

Fxxx

-

===-

+

，

[image: image168.wmf]4

000

4

|()|cossin(cossin)(sincos)

fxdxxxdxxxdxxxdx

p

ppp

p

=-=-+-

òòòò



[image: image169.wmf](21)(12)22

=-++=

.
（13）设矩阵
[image: image170.wmf]2

T

AE

ab

=+

，其中
[image: image171.wmf],

ab

是
[image: image172.wmf]n

维列向量，且
[image: image173.wmf]2

T

ab

=

，则
[image: image174.wmf]1

______

A

-

=

.
解  
[image: image175.wmf]22

(2)44()

TTTT

AEE

abababab

=+=++



[image: image176.wmf]126()65

T

EEAEAE

ab

=+=+-=-

，

故
[image: image177.wmf]2

56(6)

EAAEAA

=-=-

，所以
[image: image178.wmf]1

1

(6)

5

AEA

-

=-

.
（14）设
[image: image179.wmf]129

,,,

XXX

L

是来自正态总体
[image: image180.wmf]X

的简单随机样本，
[image: image181.wmf]116

1

()

6

YXX

=++

L



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image182.wmf]2789

1

()

3

YXXX

=++

，
[image: image183.wmf]9

22

2

7

1

()

2

i

i

SXY

=

=-

å

，
[image: image184.wmf]12

2()

YY

Z

S

-

=

，则统计量
[image: image185.wmf]Z

服从______.
解  设正态总体
[image: image186.wmf]2

~(,)

XN

ms

，


[image: image187.wmf]12

()0

EYY

-=

，
[image: image188.wmf]222

1212

()

632

DYYDYDY

sss

-=+=+=

，


[image: image189.wmf]2

12

~(0,)

2

YYN

s

-

，
[image: image190.wmf]12

~(0,1)

/2

YY

N

s

-

，
[image: image191.wmf]2

2

2

2

~(2)

S

c

s

，又
[image: image192.wmf]12

YY

-

，
[image: image193.wmf]2

S

独立，


[image: image194.wmf]12

12

2

()

2()

/2

~(2)

2

2

YY

YY

Zt

S

S

s

s

-

-

==

.

三、解答题（15-23题，满分94分，解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤）
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ab

内至少存在一点
[image: image221.wmf]x

，使得
[image: image222.wmf]()0

f

x

=

；
②在
[image: image223.wmf](,)

ab

内至少存在一点
[image: image224.wmf]h

，使得
[image: image225.wmf]()0

f

h

¢¢

>

.
证  ①
[image: image226.wmf]()()()

()limlim0

xaxa

fxfafx

fa

xaxa

++

+

®®

-

¢

==<

--

，

由极限的保号性知，存在
[image: image227.wmf]0

d

>

，当
[image: image228.wmf](,)

xaa

d

Î+

时，
[image: image229.wmf]()

0

fx
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<

-

，
[image: image230.wmf]()0

fx

<

，取
[image: image231.wmf](,)

caa

d

Î+

，则
[image: image232.wmf]()0
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<

，


[image: image233.wmf]()

fx

在
[image: image234.wmf][,]

cb

上连续，又
[image: image235.wmf]()0
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<

，
[image: image236.wmf]()0

fb

>

，由零点定理知，存在
[image: image237.wmf](,)(,)

cbab

x

ÎÌ

，
使得
[image: image238.wmf]()0

f

x

=

.
②对
[image: image239.wmf]()

fx

在
[image: image240.wmf][,],[,]

accb

上用拉格朗日定理，存在
[image: image241.wmf](,)

rac

Î

，
[image: image242.wmf](,)

scb

Î

使得


[image: image243.wmf]()()()
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fr
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，
[image: image244.wmf]()()

()0

fbfc

fs
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-

¢

=>

-

，

再对
[image: image245.wmf]()

fx

¢

在
[image: image246.wmf][,]

rs

上用拉格朗日定理，存在
[image: image247.wmf](,)(,)

rsab

h

ÎÌ

，使得


[image: image248.wmf]()()
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.
（17）（10分）求微分方程
[image: image249.wmf]2
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xyyx

¢

=-

的一个解
[image: image250.wmf]()
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=

，使得曲线
[image: image251.wmf]()

yyx

=

与直

线
[image: image252.wmf]1,0

xy

==

所围成的平面图形绕
[image: image253.wmf]x

轴旋转一周所得旋转体体积最小.

解  方程
[image: image254.wmf]2
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化为
[image: image255.wmf]3
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，

其通解为
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旋转体体积
[image: image257.wmf]2
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，


[image: image258.wmf]2
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，又
[image: image259.wmf]2
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，

故
[image: image260.wmf]7

C
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，体积
[image: image261.wmf]V

最小，所以
[image: image262.wmf]23
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.
（18）（10分）计算
[image: image263.wmf]22
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，区域
[image: image264.wmf]D

由曲线
[image: image265.wmf]2

2

yxx
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和
[image: image266.wmf]x

轴围成.
解  画出区域
[image: image267.wmf]D

的图形，单位圆
[image: image268.wmf]22
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将区域
[image: image269.wmf]D

分成两部分，单位圆
[image: image270.wmf]22
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内的部分记作
[image: image271.wmf]1

D

，单位圆
[image: image272.wmf]22
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外的部分记作
[image: image273.wmf]2
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，则
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[image: image279.wmf]2

2cos

22

3

01

(1)(1)

D

xyddrrdr

p

q

sq

+-=-

òòòò



[image: image280.wmf]23
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[image: image281.wmf]3
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，

故
[image: image282.wmf]22
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.
（19）（10分）求幂级数
[image: image283.wmf]2
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解  收敛半径
[image: image284.wmf]2
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，

当
[image: image285.wmf]1

x

=

时，级数
[image: image286.wmf]2

1
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å

发散，当
[image: image287.wmf]1

x
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时，级数
[image: image288.wmf]2

1
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发散，

故幂级数
[image: image289.wmf]2
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[image: image290.wmf](1,1)
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.
其和函数
[image: image291.wmf]2

111

(1)(1)

()

nn

nnn

nnn

n

sxxnxx

nn

¥¥¥

===

+--

==+

ååå



[image: image292.wmf]11

0

1111

(1)

()[(1)]

n

x

nnnnn

nnnn

xnxxxxxdx

n

¥¥¥¥

--

====

-

¢

=+=+-

åååå

ò



[image: image293.wmf]2

0

1

()ln(1)

11(1)

x

xx

xdxx

xxx

-

¢

=+=-+

-+-

ò

，
[image: image294.wmf](1,1)
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.
（20）（11分）设
[image: image295.wmf]33

A

´

是实对称矩阵，
[image: image296.wmf]12

A

=-

，
[image: image297.wmf]A

的三个特征值之和为
[image: image298.wmf]1

，且
[image: image299.wmf]102

T

a

=-

（

，

，

）

是方程组
[image: image300.wmf](4)0

AEx

*

-=

的一个解向量.

①求矩阵
[image: image301.wmf]A

；

②求方程组
[image: image302.wmf](6)0

AEx

*

+=

的通解.

解  ①
[image: image303.wmf]102
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是方程组
[image: image304.wmf](4)0
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的一个解向量
[image: image305.wmf](4)0
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，即
[image: image306.wmf]4
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，又
[image: image307.wmf]**
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，故
[image: image308.wmf]4123
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，所以
[image: image309.wmf]102
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是
[image: image310.wmf]A

的对应特征值
[image: image311.wmf]3
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的特征向量；
设
[image: image312.wmf]A

的另外两个特征值为
[image: image313.wmf]12
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，则
[image: image314.wmf]123123
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，

，解得
[image: image315.wmf]12
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，

设
[image: image316.wmf]12
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对应的特征向量为
[image: image317.wmf]123
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，则它与
[image: image318.wmf]102
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正交，即
[image: image319.wmf]13
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，其基础解系为
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，

令
[image: image321.wmf]12
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，则
[image: image322.wmf]1
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，

所以
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②
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同解方程组为
[image: image326.wmf]13
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，通解为
[image: image327.wmf]12
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，其中
[image: image328.wmf]12

,

kk

为任意常数.
（21）（11分）设n阶实对称矩阵
[image: image329.wmf]A

的秩为
[image: image330.wmf]r

，且满足
[image: image331.wmf]2

AA

=

，求
①二次型
[image: image332.wmf]T

xAx

的标准形；

②行列式
[image: image333.wmf]|

|
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n

A

A
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E
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+

L

的值，其中E为单位矩阵.

解  设
[image: image334.wmf](0)

A

alaa

=¹

，则
[image: image335.wmf]22

A

ala

=

，又
[image: image336.wmf]2

AA

aala

==

，

故
[image: image337.wmf]22

()01

lalallal

=Þ-=Þ=

或者
[image: image338.wmf]0

l

=

.

由n阶实对称矩阵
[image: image339.wmf]A

的秩为
[image: image340.wmf]r

知，
[image: image341.wmf]1

l

=

，
[image: image342.wmf]0

l

=

分别为
[image: image343.wmf]A

的
[image: image344.wmf]r

重和
[image: image345.wmf]nr

-

重特征值，

故存在正交矩阵
[image: image346.wmf]P

，使得
[image: image347.wmf]1
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.

①经正交变换
[image: image348.wmf]xPy

=

，二次型
[image: image349.wmf]T

xAx

的标准形为
[image: image350.wmf]222
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.

②
[image: image351.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image352.wmf]2
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[image: image353.wmf]1111

||()(1)

r

EnAPPnPPPEnPPEnPEnn

LLLL

----

+=++=+=+=+

.

（22）（11分）已知随机变量
[image: image354.wmf]X

与
[image: image355.wmf]Y

的联合概率分布为


[image: image356.wmf]01
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①证明
[image: image357.wmf]X

与
[image: image358.wmf]Y

不相关的充分必要条件是事件
[image: image359.wmf]{1}

Y

=

与
[image: image360.wmf]{1}

XY

+=

相互独立；

②若
[image: image361.wmf]X

与
[image: image362.wmf]Y

不相关，求
[image: image363.wmf]X

与
[image: image364.wmf]Y

的边缘分布.

解  由概率分布的性质知
[image: image365.wmf]0.5

ab

+=


①
[image: image366.wmf]X

与
[image: image367.wmf]Y

不相关的充分必要条件是
[image: image368.wmf](,)0

CovXYEXYEXEY

=-×=

，


[image: image369.wmf]X

的概率分布为
[image: image370.wmf]01
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，
[image: image371.wmf]1
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，

[image: image372.wmf]Y

的概率分布为
[image: image373.wmf]01
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èø

，
[image: image374.wmf]2

3

EY

=

，


[image: image375.wmf]XY

的概率分布为
[image: image376.wmf]01

21
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èø

，
[image: image377.wmf]1

3

EXY
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，


[image: image378.wmf]121
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333

CovXY

b

=-+

，

故
[image: image379.wmf]X

与
[image: image380.wmf]Y

不相关的充分必要条件是
[image: image381.wmf]121

()0

333

b

-+=

.

事件
[image: image382.wmf]{1}

Y

=

与
[image: image383.wmf]{1}

XY

+=

相互独立的充分必要条件是
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[image: image385.wmf]{
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[image: image386.wmf]{
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，

故事件
[image: image387.wmf]{1}

Y

=

与
[image: image388.wmf]{1}

XY

+=

相互独立的充分必要条件是
[image: image389.wmf]121
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b
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，
所以
[image: image390.wmf]X

与
[image: image391.wmf]Y

不相关的充分必要条件是事件
[image: image392.wmf]{1}

Y

=

与
[image: image393.wmf]{1}

XY
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相互独立.

②若
[image: image394.wmf]X

与
[image: image395.wmf]Y

不相关，则
[image: image396.wmf]12111
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，故
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的概率分布为
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（23）（11分）设总体
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①求
[image: image405.wmf]q

的矩估计和极大似然估计量；

②求上述两个估计量的数学期望.
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